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Einige Bemerkungen zur Frage
der thermodynamischen Konsistenz isothermer
Dampf-Fliissigkeits-Phasengleichgewichtsdaten
bindrer Systeme mit beschriinkter Mischbharkeit

Von H. SCHUBERTH

Mit 1 Abbildung

Inhaltsiibersicht

Es wird dargelegt, welche prinzipielle Forderungen an Funktionen gestellt werden miissen,
die man zur mathematischen Interpretation des Gangs experimentell ermittelter Werte eines
isothermen Dampf-Fliissigkeits-Phasengleichgewichtes bindrer Systeme mit beschrinkter
gegenseitiger Loslichkeit verwenden will.

Bekannterweise werden bei Vorliegen eines isothermen Phasengleich-
gewichtes in einem System mit den Komponenten k = Si und LO die Akti-
vitdtskoeffizienten f, durch die Beziehung
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definiert. Hat nun dieses System eine ven xg; j bis xg; ¢ reichende Mi-
schungsliicke M, so miissen die Aktivitdtskoeffizienten auf Grund des

Umstands, dal innerhalb von M nach der GiBesschen Phagenregel das
System nur noch univariant ist, folgenden Verlauf zeigen:

log fg; = @gy, 1.(Xs1); log fr,0 = @, 1.(Xs1) fir 0 < xgy < %517, (22)

log fgy = log agy, n; — log xgy5 log £y =1log ay,¢ y — log (1 — xg) fiir x5 1, < X < xgy,5 (2b)

log fg) = gy, 5 (x51); log 1,y = @p0, s (Xg1) firxg ¢ < x5 < 1. (2¢)
Dabei gilt
lim logig = dg,(0); lim logfr, =0 (3a
Xgi->0 X31->0
lim log fg; = 0; lim log fy = @, s(1) (3b)

X811 Xgt =1
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sowie auf Grund des stetigen Ubergangs der Aktivititskoeffizienten an
den Sittigungsgrenzen

log fg; y, = Dsy, 1. (Xs,1.) = 10g aigg 3 — log xgy 1.3 ] (4a)
log fr,0,1, = Pro, 1. (X51,1) = log apo i — log (1 — xg 1) J
log fgy g = D(Xgy,s) = log ag; y — 10g Xgy 55 1 (D)
log fro5 = @ro,s (Xgy,5) = log ape, 3 — log (1 — xg; g) » I
wobei die Aktivitdten ag; y und ap, y gemif
P P
o M " M

agi M = Xgi Mt 5 dnom =1 — Xgm) 5 (5)

1, M SLM P L0, M s g

aus den Phasengleichgewichtsdaten innerhalb der Mischungsliicke und aus
den Dampidruckwerten der reinen Komponenten bestimmbar sind.

Es ist nun wichtig zu wissen, ob der experimentell ermittelte Gang der
Aktivititskoeffizienten thermodynamisch widerspruchsfrei ist. Eine not-
wendige Bedingung hierfiir ist z. B. die HerineTOoNsche Integralbedingung?)

1

jlog dxg; = 0. (6)
d BT,

Von den zur mathematischen Interpretation dienenden Funktionen @(xg;)
muBl daher die Erfillbarkeit dieser Bedingung verlangt werden. Demzn-
folge mul} gelten:

Xs1,8 81,8 0
’ f f f

’f log T— dxg; = f log f dxm -+ f log dxm (7)
81,1 1 X$1,L teo

Das Integral auf der linken Seite der Gleichung ist auf Grund der Beziehung
{2b) sofort berechenbar; es gilt ndmlich

Xst,8 X818 X,
St , Agy, M
f log T dxg; = (xg — Xsi ) 108 . f log .——, 1= dxs1 » (8)
< Lo qro,m !
St,L Xs1, L

und nach Ausrechnung des rechten Integrals in GI. (8)

Xéx,s ,
81 , , , , , . ,
- f log -, dxg = — Xy, g log Xg1 5 + X5, 1, 108 Xgy, 1, — (1 — X5y, 5) l0g (1 — Xgy, 8)
X ! 81
St,L
+ (1 Xél, o) log (1 —xg 1) 9)

und Umformung der Aktivitéiten unter Verwendung der Beziehungen (4)

. g4, n ) . X515 fsx s
(Xg1,5 — Xg1,1) 108 —== = (Xg1,5 — Xg,1.) l0g 1% + (xg1,5 — Xg1, 1) log = i (10)
oM 81, L 0L

1) K. F. G. HErINGTON, Nature 160, 610 (1947).
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folgt schliellich nach Addition von (9) und (10) gemifl Gl (8)

81,8 fsi f Ls
,f log =— i dx51 (1 — xgy,8) 10g 1,0 — Xg; 1, log 0 + (Xgy, g — Xgy,1) log + : (11)
SSLL Lo L
Dabei wurde von den Abkiirzungen
X 1—
=5 oo =g T (12)

SI,L SiS

Gebrauch gemacht. Gl. (11) stellt somit den Flicheninhalt unter der Kurve

1 Iy Pa(xg)

g E Dy (xg)
erhalt man

im Bereich der Mischungsliicke dar. Eingesetzt in Gl. (7)

(1 — xg,5) log cp.o — x5, 1, log gy + (xgy,5 — Xg1,1) log Effl-s
LoO. L
*s1,8 ¢ 0 £,
= f log £SI dxg, + f log dxs: (18)
1 81,1
Man kann die Erfilllbarkeit der GIl. (13) als eine grundlegende Bedin-
gung fiir thermodynamische Konsistenz bei isothermen binéren Systemen
mit beschrinkter Mischbarkeit ansehen.
Wir wollen an dieser Stelle einige spezielle Fille genauer betrachten:
1. Liegt ein stark nichtideales System vor, das sich bereits durch den
einfachen HENRY-RaouLTschen Ansatz geniigend genau wiedergeben 146t
(vgl. 3), so ist
log fgy = log fgy 1, = logcg;;  logfpe =logfpey =0 fir 0 < xg < xgp, (14a)
log fy, = log fg; g = 0; logfro =logfry, g =logey, fiirxg s <xgH <1, (14b)

und Gl (13) wird somit unmittelbar zur Identitdt. Damit ist bewiesen,
da8 der HENRY-RAOULTsche Ansatz im Prinzip thermodynamisch konsistent
ist.

2. Interpretiert man das System mittels eines zweiseitigen PorrERschen
Ansatzes (vgl. %)), so ist

logfg = Ar, (1 —xg1)%  logfpo = Apxgy  fir0 < xy < x5, (15a)
logfg = Ag (1 —xgy)%;  logfp, = Ag x firxg g <zg <1, (15b)
wobei A und Ay gemiB
(1 - xg s log op o + xg glog og (1 — gy 1) log opp + Xéi 108 ¢y
AL:'" 1—x’ 2 T 1 7 2 H AS- 1— 3 1 3 (16)
Xg1,s(1 — X1, 1) — Xg1, 1.(1 — X5y, 5) X515 {1 — %6, 1) —Xgn (L — Zg,8)°

2) H. ScHUBERTH, Abhdlg. DAW Berlin, Klasse f. Chemie, Geologie u. Biologie, 3 (1960).
3) H. ScHUBERTH, Z. phys. Chem. 217, 236 (1961).
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aus den Loslichkeitsgrenzen bestimmbar sind. Gl. (13) lautet dann
(1 — xgy,) log .0 — Xg1, 1, 108 €51 + (Xgy,5 — Xe1,1) [As (1 — x51,8)* — AL X5,1)
= Xg1,5 (1 — Xg1,8) As — xg, 1, (1 — Xg1,1) Ar, 17
und wird, wie sich durch Einsetzen von (16) in (17) zeigen l46t, ebenfalls
zur Identitit. Damit ist bewiesen, dall auch der zweiseitige PorTERsche
Ansatz im Prinzip thermodynamisch konsistent ist.
3. Kann man den Verlauf der Aktivitadtskoeffizienten hinreichend genau
durch einen zweiseitigen MArRGULESschen Ansatz wiedergeben:
log fg; = [Ay, + Br(4 xg — D] (1 — xg)?;  log fr, = [Ar, + Br(d x5 — 8)] xg
fiir 0 < xgy < Xy, (18a)
log fg; = [Ag + Bg (4 xg; — 1 (1 — xg)%; logfro = [Ag + Bg (4 x5 — )] x
firxg ¢ < xg; < 1, {18Db)
wobei A;, By und Ag, Bg auf Grund der Grenzbedingungen (4) gemilB

a.
(—=xg, ) (dxgy 1, — 1)'1061__L o

SI,L
Ay = . , —
T, (1 Xgr,0)?

xg L(4x —3)-log ;i M

St, L

R Y 310, . Bsi,m
(1 xg,5)* (4%, g — 1) - log T:J;'M*' —Xg,s (4 x5, 3) log
A SL 8 sus g
s = Bx o (1— x5 o (19
81,5 s1,8
31 M
XL log — (1 —xg 1)?-log. i :‘03{
B. — X511 Xa1,L,
L — v
2xg (1 —xg o)?
As1, M Bro,m
s 8y s (1= g1,0)" - Tog 7 — it
Bg — S 8 (19b)

2x5 s (1—xg,6)°

aus den Loslichkeitsgrenzen und bei Kenntnis der Aktivitdten (5) bestimm-
bar sind, so lautet Gl. (13)
a.

(1 — xgy,5) 1og op,0 — Xgy, 1, 10g ¢y + (x5, 5 — %51, 1) s — log ——2M (20)
X51 s 1—x4 1

= xg1,5 (1 — Xg,5) [Ag + Bs (2 xg, ¢ — 1)] — x5, 1, (1 — xg 1) [Ap, + Br, (2 x5, — D]

Auch hier ergibt sich eine Identitit, wie sich durch Einsetzen von (19)
in (20) zeigen 1aBt. Somit hat man gefunden, dafl der allein auf der Kenntnis
der Loslichkeitsgrenzen, der Phasengleichgewichtsdaten im heterogenen
Gebiet und der Dampfdruckwerte der reinen Komponenten beruhende

zweiseitige MARGULESsche Ansatz ebenfalls prinzipiell thermodynamisch
konsistent ist.
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Im allgemeinen, insbesondere bei extremer Seitenlage der Mischungs-
liicke, wird nicht zu erwarten sein, daB3 man das System durch einen zwei-
seitigen MarRGULESschen Ansatz in befriedigender Annéherung an die experi-
mentell gefundenen Daten beschreiben kann. Es ist anzunehmen, daf hierzu
Ansitze erforderlich sind, die komplizierteren Charakter tragen und deren
Konstanten zuséitzlich noch durch experimentelle MeSwerte aus dem Inneren
der Mischbarkeitsbereiche bestimmt werden miissen. Fiir diesen Fall ist
Gl. (13) dann keine Identititsbeziehung mehr. Daher kann man sie z. B.
zur Bestimmung einer dieser Konstanten verwenden. Welche allgemeine
Forderungen sind nun an derartige Ansétze zu stellen, damit thermody-
namische Konsistenz bei der mathematischen Interpretation gewahrt bleibt ?
Folgende Antworten koénnen auf diese Frage gegeben werden:

1. Der Verlauf der Aktivitidtskoeffizienten mul3 zunéichst den allgemeinen
Beziehungen (2), (3) und (4) entsprechen.

2. Die DureM-MarguLEssche Differentialgleichung

dlogf, dlogf, 0Dy, , 0D,
X = 2 b (1 —xy) =0 bzw. Xg - -+ (1 —xg) =0 (21)
st ox, s1 oxs, st axl, st o=,

muf} abschnittsweise erfiillt sein.

3. Die Integralbedingung (6) bzw. Gl. (13) muB erfiillt sein.

4. Nach allen empirischen Erfahrungen kann héchstens ein Extremwert
der Funktion @g(xg;) und wegen (21) ein an der gleichen Stelle liegender
Extremwert der Funktion @ o(xg;) zugelassen werden.

dlogfy, ~ ologfp

5. Fiir die Differentialquotienten R muf} gelten:
clogf dlogf
lim oS 0 lim --Arg—,L-B =0, (22)
xg 1 st xg >0 “Egi

sowie wegen (1) und wegen des monotonen Verlaufs der Partialdruckkurven

dlogty, 1 dlogft; o 1

. . a2 ’ ’
, lim T T, lim R N fir xg; < xg,1, (23a)
Xgt ~ Xgr, L 81 s1 ¥g1 > ¥y, L Sd §1
ologf 1 . ologf 1

: 81 : L N )

m > - lim 20 e fiirxgy g < Xgg. (23D)
< ’ ox X . ’ X 1 —x ’
Xgy > Xg1,5 Sl St Sy Xy, 51 51

Antwort 5. legt zugleich mit Gl. (2b) die in Abb. 1 wiedergegebenen
qualitativen Eigenschaften der Funktionen @(xg;) in der Umgebung der
Loslichkeitsgrenzen fest. Nur die bestmogliche Approximierung der expe-
rimentell gefundenen Werte der Aktivititskoeffizienten durch Funktionen,
die zugleich den aufgestellten 5 Forderungen Rechnung tragen, hat nach
Angicht des Verfassers Anspruch, eine thermodynamisch konsistente mathe-
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matische Interpretation des Konzentrationsverlaufs der Aktivitdtskoeffi-
zienten genannt zu werden.
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Abb. 1
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Bei der Redaktion eingegangen am 19. September 1962.





